ARDM

Association pour la Recherche en Didactique des Maématiques
Texte pour la mission mathématique

L’ARDM est une association dont le but est de d&eér la recherche en didactique des
mathématiques en France et dans le monde (undexsadhérents sont étrangers). L'objet de la
didactiqgue des mathématiques est d'étudier lestignssrelatives a la transmission des savoirs
mathématiques et leur appropriation par les éléeess les éleves. La recherche en didactique des
mathématiques s’est constituée en France dansneéesa 70, a la suite de la réforme des
mathématiques modernes, en lien avec un mouvemé&national démarré dans les années 60
(premier congrés ICMI a Lyon en 1969, création casférences annuelles PME en 1976). Elle s’est
donné pour but de créer une approche scientifigggpdénomenes d’enseignement et d’apprentissage
des mathématiques, avec I'hypothése que la priserapte du contenu et de son épistémologie est un
point essentiel pour conduire ces études, corttéd’qu’il suffirait, pour bien enseigner, d’avdie
bonnes connaissances dans la discipline et desissances pédagogiques générales. Cette hypothese
(la nécessité de connaissances épistémologiqudilattiques) n'a cessé d'étre confortée par les
recherches menées a travers le monde depuis plyusadente ans.

Y

Les didacticiens des mathématiques ont choisi cfires leurs recherches a [lintérieur des
mathématiques (choisissant dés le départ un ratteeft a la 26 section du CNU), et plus
récemment également en Sciences de I'Educatiorpllyzart d’entre eux sont fortement impliqués
dans la formation des professeurs dans les ESRES amiversités.

Les travaux de recherche en didactique des matigtmat concernent tous les niveaux
d’enseignement de la maternelle a l'université. dNohoisissons, dans ce texte, de développer nos
réponses principalement a propos de I'école prignaé@rce que ce niveau de scolarité, concernant tous
les éléves, joue un role fondamental : en mathéomadi comme dans I'apprentissage de la langue, les
retards pris en primaire sont tres difficiles aregter et pesent lourd pour la suite de la scélarit

1. Existe-t-il vraiment des pédagogies efficaces ?

Il nous faut d’abord préciser la distinction enprédagogie et didactique : la didactique prend en
compte les spécificités des savoirs en jeu pouceair et étudier les situations d'apprentissags. D
savoirs pédagogiques généraux sont indispensabassaignant pour gérer la classe, mettre en place
et maintenir un climat de classe favorable au trales éléves, a leur implication et a I'appreraigs
Cependant, il n'y a pas de méthode pédagogiqupegmiette I'apprentissage de contenus spécifiques
sans prendre en compte de maniére essentiellayessen jeu.

Pour étre efficace, I'enseignement doit reposer laudimension didactique de ce qu'on appelle
habituellement la pédagogie, c’est-a-dire sur urayae claire du contenu en lien avec les types de
problemes qu'il permet de résoudre et les diffisutf'apprentissage que peuvent rencontrer lesséléeve
Un enseignement efficace doit donc articuler teoiss : le savoir mathématique, les problémes qui lu
donnent du sens et ce que savent, croient, peleseéteves. Et bien sdr, pour le mettre en ceubre, i
faut aussi savoir conduire la classe. Il faut tfmisenoter que la conduite de la classe dépend dass
ce que I'on propose aux éleves.

La didactique des mathématiques (mathematics educat’international) a donc cherché a savoir si
tel ou tel choix d'enseignement est plus ou modegpeé pour atteindre tel ou tel objectif. Par exemp

la présentation des décimaux a partir de résuttatsnesures dans le systéme métrique permet un
premier acces facile mais engendre des erreuforlne des décimaux (les éleves ont par exemple du
mal a concevoir qu’on puisse toujours intercaledéoimal entre deux autres). Cependant, le lien ave
le systeme métrique est important aussi parce rgpriforce I'importance de la base dix dans 'étude
des décimaux. Dés le début de la didactique, begude travaux se sont intéressés a cette question e
ont étudié des situations d’approximation pourddtiire les fractions et les décimaux.



I n'y a pas de méthode qui fonctionnerait pour stoles éleves, mais il faut inclure dans
I'apprentissage le plus possible d’éléves. Poua,ck recherche vise a dégager des critéres pour
choisir des problemes et des organisations de dasel dont elle peut vérifier qu’ils favorisent
'apprentissage. Elle vise aussi a identifier desnoménes qui peuvent étre des obstacles.

Par ailleurs, un professeur ne peut pratiquerafément qu'une pédagogie a laquelle il adhéreuce q
suppose qu’il la comprenne. Des travaux de reckemft montré qu’'on ne peut pas changer
rapidement les pratiques des professeurs (voirtigne8). Rappelons aussi que les professeurs sont
soumis a différentes contraintes, parfois conttaifies, qui ont une incidence sur leurs choix et
I'efficacité de leur pratique.

2- Roéle du constructivisme dans la didactique et ke cours » de mathématiques ?

Si on considére ce qui parcourt la sphere des gmesslis, on peut penser que le mot est associé a
I'idée que, pour apprendre, il est important quedafants développent des activités (éventuellement
autonomes), leur permettant de construire "eux-rsérgirs connaissances, et non en écoutant le
professeur. Activités de fait souvent peu préciséasore moins analysées, et sans toujours dessuite
en termes de savoir a acquérir. Activité est catfienavec action. Et on oublie limportance de faire
suivre les activités de I'exposition des connaisssufplus générales) a retenir, exposition qu'ant pe
associer aux phases d’abstraction du constructazism

Dans la recherche, des acceptions différentes dstrumtivisme piagétien ont été retenues au niveau
international : le constructivisme "strict” ou "rea" (il suffit de mettre les éléves dans les "hes!'
situations) et un constructivisme qui considére cjast a travers leur propre activité cognitive tpse
éléves s'approprient un contenu de savoir, maiqtie nécessité n'est pas une condition suffisante
I'enseignant doit y intervenir. Globalement, laaditique francaise retient cette deuxieme acception,
méme si le constructivisme n’apparait pas toujausméme endroit selon les cadres théoriques
didactiques.

Au cours des années, les recherches en didactgsens développées et les fondements théoriques se
sont diversifiés en fonction du développement deherches dans les champs disciplinaires qui
peuvent contribuer a mieux comprendre la complexi#s phénomeénes d’enseignement et
d’apprentissage. Les travaux de Piaget ont natumelht été pris en compte au moment de la naissance
de la didactique, mais pas seulement ceux-la, ptislelors, les chercheurs en didactique des
mathématiques prennent en compte les résultatsiépulole nombreux champs de recherche
(sociologie, sciences du langage, neurosciences,rpen citer que quelques-uns).

3- La place du calcul dans I'enseignement mathématie (primaire, college, lycée)

La place du calcul est centrale ou plutdt translerdans I'enseignement des mathématiques, dans la
mesure ou, quel que soit le domaine concerné ¢aldatervient & un moment ou un autre. Le calcul
joue également un réle important dans d’autregplises.

De nombreuses recherches en didactique des mathéewten France et a I'étranger, ont été
conduites sur la question de I'apprentissage deutalar les éléves et son enseignement en milieu
scolaire. Ces recherches ont abouti & un largeeosns que I'on peut résumer brievement ainsi : le
calcul se développe en interaction avec le traailles nombres et les grandeurs dans le cad@ de |
modélisation et de la résolution de divers probem# prend différentes formes: mental,
partiellement écrit, avec des algorithmes écritchihigues opératoires), avec des instruments
(calculatrices, logiciels) d’abord avec des nomipngis avec des expressions littérales. Ces diffésen
formes doivent se compléter en visant a développerintelligence du calcul (cf. rapport sur le aglc
commission Kahane).

En ce qui concerne I'école primaire, il est impottale ne pas confondre apprentissage d'une
opération et apprentissage d’'une technigue corommgile de calcul de cette opération.

La construction du sens des opérations, la mig@au de modes de représentation et de désignation
(schéma, droite numérique, écritures arithmétiqushélaboration de procédures de calcul sont
simultanées. C’est en rencontrant des situatioisaria intervenir des collections d’objets et des
grandeurs relevant de telle ou telle opérationlgsi€leves comprennent progressivement ce queunifi



ces situations, et peuvent élaborer des procédigesalcul adaptées pour les résoudre. Lorsque
I'articulation entre le sens d’'une opération, s#imkntes désignations et des procédures de calcul
associées est assurée, il est alors nécessaingdidiéties techniques conventionnelles et de les
entrainer et les automatiser. Cette étude contrédbwarichir le lien entre I'opération et le calcul
puisque les techniques conventionnelles s'appusemt les propriétés des opérations et de la
numeération décimale. Il peut donc y avoir un dégalamportant entre le moment ou une opération
commence a étre travaillée et celui ou la technicpreventionnelle est introduite. De nombreuses
recherches convergent sur la nécessité d'articlitude de la numération et des différentes
représentations et écritures des nombres avedé&étas procédures de calcul.

Prenons I'exemple de la division telle qu’elle esiseignée en France. Dées le CP, des situations de
partage ou de répartition équitables sont trawslléPour trouver la part de chacun dans un partage
équitable, les éléves dans un premier temps utitlide matériel pour bien comprendre la situatians p
trés vite sont mis en situation de faire une piémissans matériel qui sera ensuite validée par la
manipulation. C’est dans cette phase de prévisiwpnt apparaitre les modes de représentatioa de |
situation, modes de représentation que le profesgena évoluer jusqu'a lintroduction d'écrits
arithmétiques liant nombres et signes opératoites. situations de division sont travaillées toutcag

du cycle 2, dans des contextes variés, faisantvien@ notamment divers types de grandeurs, dass de
champs numériques de plus en plus étendus. Para#iét les procédures de résolution évoluent, en
s'appuyant par exemple sur la droite numérique wgrad Et c'est au CM1 que la technique
conventionnelle frangaise - la « potence » - estigmée.

Les changements de programmes, beaucoup trop frisgd@ns les derniéres décennies ont contribué
a une certaine désarticulation du curriculetma une perte de repéres pour les enseignanes et |

parents. Les rédacteurs des programmes de 201&ieots de cet état des lieux, ont cherché a nétabl

la cohérence indispensable dans I'enseignement atttulcsous toutes ses formes. Mais il est

nécessaire de souligner gu'il faut du temps pow kensemble des enseignants s'approprient les
changements de programmes. On ne peut attendnetbesbées positives sur les performances des
éléves que sur un temps long.

L’importance du calcul ne doit pas faire oubliemportance des autres domaines mathématiques. Les
interactions entre les grandeurs, notamment lesdgras géométriques et le calcul ont déja été
signalées. Mais la géométrie a une importance keam@me, non seulement pour I'éducation du
rapport a l'espace, mais surtout parce qu’elleridm@ au développement de la rationalité et a
'approche de ce qu'est une théorie, ce qui eftitkfa faire dans d’autres domaines. La géométrie
permet d'apprendre a raisonner dans des problémes«mlgorithmisables ». Le maintien d’'un
enseignement de la géométrie des figures (et pakensent de la géométrie analytique) est
indispensable dans toutes les filieres et en pdidicpour de trés nombreuses filieres professibesie

a un moment ou l'algorithmique prend légitimemeavahtage de place dans les programmes. Par
ailleurs, l'usage des logiciels — tels que Geogepemmet aux professeurs d'articuler pour leungesle
expériences visuelles, conjectures et preuves.

Pour le calcul littéral, dont on sait qu’il est @mjeu essentiel et un facteur important d'échec,
l'articulation entre les dimensions sémantiqueyataxique est essentielle : il ne s'agit pas daun j
gratuit sur les écritures. Les situations de medébn algébrique intra-mathématiques ou extra-
mathématiques permettent de travailler ces artioulsiet de faire éprouver aux éléves la puissdace
cet outil pour traduire la généralité, produire rdmiveaux résultats et les prouver, sur divers types
d’objets mathématiques (nombres, polynbmes, matriimactions etc.). Un travail continu doit étre
conduit tout au long du collége et du lycée et pomi dans I'enseignement supérieur sur la vaeété

la reconnaissance des formes (les patterns) ééswompétences nécessaires pour choisir une forme
adaptée au probleme a résoudre.

L’introduction au lycée des premiers objets dedlgse ne peut se faire de fagon satisfaisantessi le
éléves n'ont pas assimilé les bases du calcul ridgéb L'expertise en calcul algébrique est d'autan
plus importante qu'elle conditionne en grande edatiréussite a l'université des étudiants dexrdii
scientifiques.



4- Les paliers d'acquisition pour le calcul et lesautomatismes sont-ils clairs pour tous les
enseignants ou les chercheurs (primaire, colleggcke) ?

Les concepts mathématiques sont porteurs d'unelepitdp et ce dés le début de la scolarité. Cette
complexité ne peut étre réduite, sauf a tomber dawessimplification excessive et contraire a une
compréhension solide des éléves. C'est pourquagsil important de laisser du temps aux
apprentissages mathématiques, de la souplessd'atgiasisation des enseignements (en ce sens les
programmes par cycle peuvent étre pertinents).

Concernant le « calcul », pour une notion donniéesti important de comprendre la nécessité d'un
apprentissage sur le long terme avec un enrichaseprogressif de la notion, des situations qui la
mobilisent et des techniques opératoires disponiteravaillées.

Par exemple, la proportionnalité, rencontrée désolé primaire, est retravaillée au college (en
arithmétique élémentaire, puis avec le calculrliftét ensuite avec les fonctions linéaires), puisore au
lycée, et I'on pourrait encore montrer des dévedammts de cette notion a l'université. Les sitnatio
rencontrées et les types de grandeurs en jeu t{sitesamultiplicatives, agrandissement-réduction,
relations fonctionnelles, etc.) contribuent a canst petit & petit le sens de la proportionnadétéles
procédés de calcul associés.

Si un ordre logique existe dans la définition desams en mathématiques dans une théorie donnée, il
parait complexe de définir de réels paliers daasgliisition du calcul. Les programmes francais,
héritiers de leur histoire et nourris de nombreaxdux de recherche reconnus au plan international,
ont fait certains choix (situations additives /doartives préalables aux situations multiplicatjves
arithmétique élémentaire préalable au calcul ttér). Des travaux mettent aussi en évidence d’autre
cohérences possibles qui conduisent a d’autres< atemis d’autres curriculums (introduction plus
précoce de la division dans certains, de l'algatmes d’autres). Cependant, nous insistons sur
'importance de ne pas modifier trop souvent legiculums. En effet chaque réforme nécessite du
temps et des formations pour que les enseignagpreprient les choix curriculaires, et fassent
fonctionner pleinement l'articulation des contepraposée par de nouveaux programmes.

5- Des problemes pour faire des mathématiques ou slemathématiques pour faire des
problemes ?

Les problemes sont constitutifs de l'activité matatque. Sur le plan de I'épistémologie, ce samt le
problemes qui sont a l'origine de la constructi@s davoirs mathématiques nouveaux, sur le plan
cognitif, les travaux mettent en avant le role piskque jouent les problemes dans I'appropriation
sens d’'un concept.

Par ailleurs, faire des mathématiques, c’est iflentiles types de problémes que I'on peut résoudre
avec des outils connus ; c’est aussi résoudre deeaoix problemes en mobilisant et en adaptant ses
connaissances (ce qui nécessite des compétencesstiheas, expérimentales, ...). Dans
l'apprentissage des mathématiques, le rle desepneb est donc central.

Différentes fonctions peuvent leur étre attribuéless I'enseignement : introduction de nouvelles
notions, approfondissement de notions déja renéesitrdéveloppement de compétences heuristiques
et de compétences liées au raisonnement et a laveyreéinvestissement de connaissances,
développement des compétences liées a la modétisatc. Il est fondamental de prendre en compte
la diversité de ces usages.

Savoir choisir des problémes pertinents pour Igsatifs fixés, les proposer aux moments adaptés de
l'apprentissage avec des modalités adéquates estcompétence importante. Pour cela, les
enseignants de tous niveaux doivent avoir pratiguésolution de problemes et avoir été formés aux
usages des probléemes dans I'enseignement des rasithés. De nombreux travaux de recherche ont
été produits sur ce sujet et constituent des néééepertinentes pour la formation.

6- La place de l'histoire des mathématiques dans farmation des maitres

Introduire I'histoire des mathématiques dans langtion des enseignants remplit deux fonctions
distinctes. La premiére consiste a faire vivre lanehsion culturelle historiquement et
géographiguement située des mathématiques pourétempidée d'une discipline universelle et



intemporelle. La deuxieme a pour visée de nouarieflexion didactique par la prise en compte de la

dimension épistémologique des savoirs a enseiggeir, permet de questionner lillusion de
transparence de ces savoirs.

Sous certaines conditions, des activités impliqudnistoire des mathématiques peuvent étre des
leviers pour intéresser les éléves et permettrecdéaborations intéressantes avec des collegues
d’autres disciplines.

7- Les mathématiques pour la voie professionnelleest-ce une autre pédagogie/ didactique ?

Les mathématiques qui se rencontrent dans certpioéasssions ont pour fonction d’aider a résoudre
des problémes spécifiques, avec des techniquesstaiments- spécifiques de ces professions. Des
concepts mathématiques spécifiques apparaissesi. duenseignement dispensé en France en
mathématiques dans la voie professionnelle esbtphainstitué par une réduction de ce qui se fait en
enseignement général (étude en 2000).

Les enseignants ont besoin de compétences spésifigour étre en mesure de relier les situations
professionnelles et les savoirs académiques. Desoueces pour des situations d’enseignement-
apprentissage des mathématiques en lien avecdblepres des professions, aux différents niveaux de
la scolarité, semblent nécessaires. Des collalboimtsoutenues par l'institution, entre professeers
mathématiques, d'atelier et des disciplines inteliiées pourraient contribuer a leur développement.

Par ailleurs, comme les autres, les éleves desdfiliprofessionnelles ont besoin de donner duasens
mathématiques qu'ils apprennent. Le profil pariticulle ces éleves, souvent en échec scolaire lourd,
oblige & un travail visant a les réconcilier avadiscipline et leur donner confiance, et aussn& u
utilisation un peu spécifique des outils technalogis, pour leur permettre d'avancer sans étre en
permanence bloqués par des difficultés de calaubypample.

8- Qu’'est-ce qu’un bon professeur de mathématiquea

On pourrait sans doute répondre tres simplemeatquéstion : un bon professeur est un professeur
qui sait faire apprendre, comprendre et aimer lathématiques a ses éléves. Mais ceci ne dit pas
guelles sont les compétences professionnelles seipes pour y parvenir. En appui sur les résultats
des travaux de recherche, nous pouvons précigpreceerait idéalement un bon professeur.

C’est un professeur qui sait analyser une notiotageplacant dans le déroulement du curriculum et
dans I'ensemble des notions qui lui sont liéespmmant en compte I'état des connaissances de ses
éleves sur le sujet. Il sait choisir, dans lesaes=s a sa disposition, une situation d’enseignere
probleme en fonction des objectifs d'apprentissagés et 'adapter a la réalité de sa classe.itll sa
choisir les modalités de travail qu'il propose & sdeves en classe en fonction de ses obijectifs
d’'apprentissage (en individuel, en binbme, en petibupes ou en groupe classe) et le moment de ses
interventions collectives ou individuelles. Il pemt a prendre en compte les différentes formes de
raisonnement valides et erronées produites paéliages et sait s'appuyer sur ce qu'ils font pour
dégager ce qui est visé ou attendu, et dévelogselidns entre ancien et nouveau, entre général et
particulier. Il sait prélever des informations atyggendant et apres le travail des éléves pour meesu
leur avancée dans l'apprentissage. |l met en ésgdégs nouveaux savoirs et leurs liens avec les
savoirs déja connus. Il sait concevoir les évabmatiqui le renseigneront sur I'état de savoir de se
éleves, et en utiliser les résultats pour ajustsristerventions futures et apporter l'aide nédessa
certains.

L'ensemble de ces compétences montre clairemeensgeigner est une profession, ce qui nécessite
une formation professionnelle initiale et continempuyée sur les résultats des recherches en
éducation, dont la didactique des mathématiquetie @piestion est centrale si I'on veut espérer

améliorer I'efficacité du systéme éducatif.

Pour gu'une formation en mathématiques permetteesa éudiants d’apprendre a enseigner les
mathématiques, les recherches montrent qu’il estssaire d'articuler plusieurs approches et non de
les juxtaposer. En ce qui concerne les contenusémedtiques, il importe d’en reprendre et compléter
certains, en y ajoutant une dimension historiquEpettémologique a partir des questions qui senpose
pour enseigner (organisation des savoirs et difdsud’apprentissage). Il s’agit notamment de



contenus qui ne sont pas ou plus enseignés damsclndaire, par exemple la structuration de
différents ensembles de nombres, la difféerenceeeatdres dense et discret, la numération, des
éléments d’arithmétique élémentaire, des élémeatgé&dmeétrie élémentaire, les opérations sur les
grandeurs, en particulier les grandeurs continues.

L'analyse didactique des mathématiques a ense@raas conditions nécessaires a leur appropriation
par les éléves permet de mettre en évidence dewiélé sur lesquels I'enseignant peut et doit jouer
pour choisir des situations d’'apprentissage coltésest articulées entre elles et les adapter lassec

Les travaux nombreux sur I'étude des pratiquesggsibnnelles des enseignants de classes ordinaires
ou de classes de REP et sur I'effet des formationsent également des éléments qui, combinés avec
des observations de classe et des stages de pratigpmpagnée, permettent aux stagiaires d’acquérir
progressivement les compétences requises poureguéléves qui leur seront confiés apprennent
réellement des mathématiques et en comprennetdrgin

Les recherches soulignent l'importance de la folmnatnitiale car, sans formation, un professeur
convoque et met en ceuvre le modeéle d’apprentispaldea lui-méme connu en tant qu’éléve, et une
fois ses pratiques professionnelles installéessil difficile pour Iui de les modifier. La formatio
continue est essentielle pour permettre un échanfge enseignants sur leurs pratiques et apprafondi
la pratique de chacun en y intégrant des appotis zherche.

Les travaux de la COPIRELEM et de la CORFEM regamijles recherches et des expérimentations
donnent de trés nombreuses pistes pour la formdésrmprofesseurs.

Cependant la question de la formation se poseréifftnent selon que I'on parle des professeurs de
mathématiques et des professeurs des écoles cderresrs sont des enseignants polyvalents qui ont
un intérét marqué pour les questions d’apprenteissagis souvent un bagage scientifique réduit alors
que leur r6le dans I'apprentissage des mathématigae fondamental. En effet, tous les éléves de
notre pays vont « faire des mathématiques » endroaures par semaine au cours des années d’école
primaire et les connaissances qu’ils auront - on h@onstruites et acquises forment le socle des
mathématiques enseignées ultérieurement, quellesajent les filieres. De nombreuses recherches
ont donc porté sur la formation en mathématiquegpdefesseurs des écoles.

9- Les « Startup pédagogiques » : une menace/unéeipour le professeur ?

L'innovation va de pair avec la recherche. En ¢es,skes start-up qui traitent de I'enseignement des
mathématiques ne peuvent faire I'économie d'uniappues résultats existants de la rechercheret su
les équipes de recherche en didactique des matiggestqui maillent le territoire. Des innovations
technologiques sont d'ailleurs déja produites @ompagnées par la recherche francaise (les oatils d
géométrie dynamique par exemple, dont l'usage @eum@'hui tres répandu dans les curriculums
internationaux). Si les modéles de diffusion dentivation ou des produits de la recherche peuvent
varier (start-up, développement interne aux équipesecherche, logiciels libres...), les start-up
pédagogiques ne sont en elles-mémes pas une mamackenseignant et peuvent apporter des outils
pertinents pour la classe ou pour le temps hosselaMais au sujet de I'enseignement, il convient d
se méfier des discours simplificateurs ou prétendévolutionner I'apprentissage. Les enjeux sont
complexes et trop importants : l'innovation doitdgvelopper en partenariat avec la recherche pour
apporter les garanties nécessaires avant de géeétalsage de telle ou telle innovation.

D’autres points, non évoqués ici, nous paraissengortants, notamment celui des ressources a
disposition des enseignants (documents pédagogiquanuels scolaires, sites internet...). Ces
ressources sont de qualité inégale, il est dorispedsable de réfléchir a des critéres a donney ldan
formations pour le choix de ces ressources.

La formation des enseignants nécessite des formsatgli sont a l'interface de la recherche et de la
pratiqgue enseignante. Il est donc primordial girestitution promeuve la formation continue des
formateurs et aussi leur formation initiale, notaemtnen soutenant les enseignants qui s’engagent
dans des masters et des théses liés a I'enseigneungains les travaux des IREM.

L'ARDM, et la communauté francaise de didactiqus oethématiques, sont prétes a apporter leur
expertise afin d'accompagner la mise en place @@més ambitieuses pour I'amélioration de
I'enseignement des mathématiques, et notammeatfdenhation initiale et continue des enseignants.



