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Contexte

® Programmes actuels de I’ecole en France

° Cycle 1: Apprendre en réﬂéchissant et en resolvant des prob]émes

® Cycles 2 & 3 : competences « chercher, modéliser, représenter,
raisonner, calculer, communiquer »

° Cycle 2 : (...) la résolution de problemes est au centre de I’activité mathématique
des éleves, developpant leurs capacités a chercher, raisonner et communiquer. Les
problemes permettent d’aborder de nouvelles notions, de consolider des acquisitions,

de provoquer des questionnements.

® Cycle 3 :(...) On veille aussi a proposer aux éléves des problemes pour
apprendre a chercher qui ne soient pas directement reliés a la notion en cours
d’étude, qui ne comportent pas forcement une seule solution, qui ne se résolvent pas
uniquement avec une ou plusieurs opérations mais par un raisonnement et des

recherches par tdtonnements.




Contexte

® Un interet pour la preuve en didactique des mathematiques
depuis longtemps, a tous les niveaux de la scolarite, mais

relativement peu d’articles sur la preuve a 1’école élémentaire

(6-10 ans)

o Pourquoi travailler la preuve en ¢lémentaire ?

- Mathematiques du citoyen, Representation de la discipline,
Comprehension de concepts, Experiences mathematiques (et
IBE), Continuite avec le secondaire, Passage de I’argumentation a

la demonstration, etc.
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Questionnements

- Préambule : définir « preuve »

> qere partie : quels cadres pour etudier la preuve al’école ?

Sur quels types de situations ?

—Qeme partie : quelles fonctions de ces cadres pour analyser

une situation de recherche (SiRC) en classe ordinaire

(CM1/CM?2) ?




Définitions (Balacheff, 1987)

® Preuve : une exp]icatz'on acceptée par une communauté donnee d un
moment donne (débat pour determiner un systeme de validation

commun aux interlocuteurs)

e Démonstration : forme particuliére de restitution de la preuve

¢ Raisonnement : activité intellectuelle explicite ou implicite de
manipulations d ’1'1”1format1'0ns pour, a partir de données, produire de

nouvelles jzlformations

* 3 types de situations (avec des contrats specitiques)
* Preuves pour décider (plutot du cote de 'action)
® Preuves pour convaincre (aspects theoriques)

® Preuves pOUI’ savoir

Remarques : fonctions de la preuve + explications, arguments +

preuves et liens avec compréhension




Définitions (Balacheff, 1987)

* Preuves pragmatiques (dans ’action) : regles
d’action, theoremes-en-acte non prouves (validite de

I"action interrogee). Discours non forcéement present.
® Importance du caractere générique

* Preuves intellectuelles (changement de posture) :

decontextualiser, depersonnaliser, detemporaliser

. . oo / . .
* Types de preuves : empirisme naif, experience cruciale /
exemple génerique / experience mentale, calcul sur les

€nonces
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La preuve en DDM

® Des processus variés en lien direct avec la preuve

* Explorations d’un probleme (induction) ; Etude de cas particuliers,
d’exemples ; Formulation d’un énonce mathematique ; Formulation de
conjectures ; Refutations, contre-exemples — exploration du domaine de
validite de la conjecture ; Modelisation (intra- ou extra-mathématique) ;
Production de definitions, de theories locales ; Recherche de ‘patterns’ ;
Generalisations ; Raisonnement par analogie ; Utilisation de differentes

representations, cadres, registres ; ...
e ROLE FONDAMENTAL DE P’ENSEIGNANT

* A Pécole, en France, a titre d’exemples

ERMEL :Vrai ? Faux ? ... On en débat ! De I'argumentation a la preuve (cycle 3)

Gibel : fct des raisonnements, niveau de milieu, semiotique peircienne

® Georget : Situations de recherche et de preuves entre pairs & communautes

de pratiques

® Hersant : problémes ouverts et émancipation des éléves




Les recherches sur la preuve ?

® Formation des enseignants de I’ élementaire

* Des difficultés connues pour comprendre et produire des
preuves (e.g. Barkai, Tsamir, Tirosh, & Dreytus, 2002 ; Martin &
Harel, 1989 ; Simon & Blume, 1996)

* L'enseignant doit encourager les ¢leves a justifier leurs
solutions, a genéraliser (Maher & Martino, 1999), a faire
changer les ¢leves de representations/ de points de vue, a
encourager la classe a étre une communauté mathématique

En CE1-Yackel & Cobb (1996) : ¢laboration conjointe ¢leves-enseignant

de normes sociomathématiques régulant l’argumentation

En CE2, CM1 - Stylianides (2007, 2016) : importance de la dimension

sociale et du discours

En CM2 - Lampert (1990) (observations inductives de ‘patterns’

b
generalisation — focus sur les interactions sociales) & Zack (1997)

((*(mjp(*‘rnreq) r(/:ﬂ]‘m‘rinnq) eléments de Prenveq _ focus sur le diqnm]rq)
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Les recherches sur la preuve ?

e Etude de situations particuliéres

® Des situations « discretes » (combinatoire, arithmetique,...) et
geometrie (dont TICE)

® Dans des conditions « favorables »

“One has to keep in mind, though, that the elementary school children were
observed in classes carefully planned and taught so as to support mathematical
reasoning, argument and justification. Therefore, the studies only show that the
transition to deductive reasoning is possible, not that it normally happens. And the

studies at the high school and college level show that it often does not happen.”
(Dreytus, 1999, p. 96)

Exemples : classe de Deborah Ball & de formateurs (Stylianides (2007-
2016) — CE2-CM1), classe de Zack (Reid (2002) — CM2), Maher, Powell
& Uptegrove (2010) (etude longitudinale CP-CM2 avec formation des

enseignants en amont ; aptitudes a preuve des CM1)

° ® Et en classe ordinaire ? Et avec un enseignant « ordinaire » ?
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Les recherches de Stylianides
(2007 — 2016)

¢ Definition de “pI‘OOf ” (objectif : une définition souple donc adaptable,

adaptee pour les enseignants)
Progf is a mathematical argument, a connected sequence of assertions for or against a

mathematical claim, with the following characteristics:

1. It uses statements accepted by the classroom community (set of accepted
statements) that are true and available without further justification

2. It employs forms of reasoning (modes of argumentation) that are valid and

known to, or within the conceptual reach of, the classroom community; and

3. Itis communicated with forms of expression (modes of argument

representation) that are appropriate (...) (Stylianides, 2007, p. 291)

—~ Analyse des fondements (definitions, axiomes, énonces, theoremes, regles de
calcul etablies...), de la formulation (modes d’argumentation)
(géneralisation, deduction de cas particuliers, contre-exemples, par
I’absurde...), de la représentation (langage ordinaire, algebrique,
diagrammes, etc.) et de la dimension sociale.




Les recherches de Stylianides

- 2 éléments pour catégoriser les taches de preuve

- Le nombre de cas (un seul, nb fini, nb infini)

— La fonction de la preuve (justifier ou refuter)

+ "The ambiguity of the task” (on est la proche du probleme ouvert !)

e Gestion en classe par l’enseignant

Dévolution de I’activite de preuve ; inciter a explorer le probleme
Fermer progressivement un probléme ouvert / Demander aux éleves de faire des choix

Laisser vivre des enonces produits par les eleves (basés sur des hypotheses ou deéfinitions #)

Inciter les eleves a (re)formuler ; Inciter les ¢leves a changer de cadre, a changer d’argumentation

Geérer les connaissances erronées des éleves

Montrer I'insuffisance de I’empirisme naif

Organiser les débats, les relances, les experiences (filtrer et recentrer)

Anticiper les difficultes des eleves et les remediations necessaires (a explorer davantage)
Identifier les pts importants dans les procédures (mise en commun) et construire ce qui suit
Scaffolding (au sens de Bruner)

Acceptation de la preuve dans la communauteé de la classe (a explorer davantage)
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Un exemple : La chasse a la béte

Une SItuation de Recherche pour la Classe (SiRC)

Une variation sur le probléme du Pentamino Exclusion

de Golomb (1965)




Situations de Recherche pour la Classe
* Objectifs d’une SiRC

® Placer les étudiants dans le role d’un chercheur en mathématiques
® |dentifier les raisonnements et preuves des étudiants

* Définition d’une SiRC (dérivee de Grenier & Payan, 2003 &
Ouvrier-Buttet, 2009)

® Inscription dans une problematique professionnelle (proximite avec
des questions non resolues)

® Probleme/Question initiaux faciles d’acces
® Existence de strategies initiales (pas de prerequis)

® Plusieurs stratégies d’avancée dans le probléme et plusieurs
développements possibles

® Criteres de fin locaux (une question resolue renvoie a une autre
question)

+ Gestion de la recherche par les éleves + Communication des réesultats




Une béte

: \Jn territoire

Un piege

Probleme d’optimisation (NP complet) : quel est le
plus petit nombre de pieges pour qu’aucune béte ne
puisse se placer sur le territoire ?




s 8 N -~

Une situation déja expérimentée
¢ Essentiellement en o madhs 3 amodibir .

college, au lycee, a
’universite (au sein de
Maths a Modeler et de

L.a « Chasse a la béte »

On veut protéger un territoire quadnllé (5x5) d'un nuage de bétes qui veulent

’ s¢ poser. On dispose pour cela d'un grand nombre de piéges. Les bétes comme
1 IREM de G]"enOble) les piéges se posent exactement sur les cases (et non en travers). Si une case
est occupée par un piége, aucune béte ne peut se poser en couvrant la case.
estion. | est le plus petit bre de piéges qui proté le territoire ?
® RObUStGSSG de la Question. Quel est le plus petit nom ¢ piéges qui protégera le territoire

. . b . 1 . 7 d Il 'y a trois problémes distincts, correspondant a trois sortes de bétes (elles ne
s¢ mélangent pas !), a étudier dans l'ordre ci-aprés.
Sltuatlon’ Sta 1 lte St probléme 1 : avec les dominos
probléme 2 : avec les triminos longs

pI’O CédllI'eS probléme 3 : avec les triminos coudés

Pi¢ges Les trois types de bétes

Matériel : un platean SXS, des pidges (petits carrds), des dominos et des triminos.
Commencer par les dominos, puis les triminos longs, enfin les triminos coudés







@Avec la béte “domino”

Solution avec 13 pieges
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@Avec la béte “domino”

Solution avec 12 pieges

/




Pavage
12 bétes, donc au moins 12 pieges
(borne inférieure).
Et on exhibe une solution avec 12 pieges :
ainsi, c’est optimal.

\




® Un argument : “Si on peut paver le territoire avec
x betes sans chevauchement, alors il faut au moins

X piéges pour chasser la béte du territoire.”




4 .
Un argument errone repandu

® “Sij’enleve un picge, une béte peut se poser. Ainsi, ma
. . b))
solution est optimale.

® Probleme: avec cet argument, la solution a 13 pieges est aussi
optimale ! ...

e — difference entre minimum local et minimum global

@ Avec la béte “domino”




En classes de CM1/CM2 ?

® 5 séances (45 min)
| e Séance 1 — Dévolution du probléme et recherche avec les dominos

N

® Scance 2 — Synthése au tableau et recherche avec les triminos longs

® Seance 3 — Mise en commun et confrontation des resultats —
institutionnalisations locales (comment prouver que les solutions
trouvees sont optimales pour les dominos et triminos longs ? Demande
d’arguments et de justifications)

J ® Seance 4 — Recherche avec les triminos en L. Confrontation des
resultats : les preuves d’optimalite sont-elles identiques pour les
dominos, triminos longs et triminos en L ? (Retrait du mateériel et
debut de la redaction des solutions par les éleves)

® Scance 5 — Ecriture des resultats des eleves (chaque groupe a une

responsabilité pour I'ecriture d’un article : presentation du
probleme, préesentation des solutions, preuves des resultats obtenus)

{2




Actions des éleves et difficultés

® [ es éleves manipulent les piéges en priorité - peu

d’arguments de pavage

® [ es eleves identifient qu’un domino recouvre 2 carrés
“Nous avons mis un piége sur deux car la bete occupe 2

b}
cases .

* Difficulte avec le probleme d’optimisation
'importance de “au moins” éemerge (explicitement durant la
confrontation des arguments pour les dominos et triminos)

et est institutionnalisée avec ’aide du chercheur.




Exemples de productions
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Exemples de productions

Affiche CM1

Affiche CMI/CM2

2 solutions : 12 et 13 obstacles.

11 est impossible.

Idée 1 : les échecs pour coloner les cases en
diagonale.

Idée 1 : 11 ¢’est impossible.

Idée 2 : pour une béte, il faut | piége.

Idée 2 : on essaie de mettre le moins possible
d’obstacles sur les bords.

Idée 3 : s1 on recouvre le terrain, on a
12 bétes.

Idée 3: 24+ 2=12 donc 12 obstacles (a
discuter).

Idée 4 : pour chasser une béte, il faut
AU MOINS" | piége.

Idée 4 : dans la solution & 13, on a 12 cases
blanches, en changeant la coloration on
trouve une solution a 12.

Idée S : placer les piéges sur chaque ligne.

Idée 5 : on recouvre le terrain avec 12 bétes et
on les chasse une a une ¢ on met
12 obstacles.

Quand je veux chasser une béte, combien
dois-je mettre d'obstacles ?

Idée 6 : on place | piége une case sur deux.

Idée 6 : on place un obstacle | case sur 2.

Idée 7 : nombre pair ou nombre impair sur les
diagonales™ = 11 est impossible.

Idée 7: 25+2=125 donc 12 obstacles car la
béte occupe 2 cases.

Tableau 1 : Affiches réalisées avec les éléves lors de la mise en commun
des « 1dées » sur la béte « domino ».




Exemples de productions

Affiche CMI

Affiche CMI/OCM2

Solutions & 8 : sur les diagonales, en croix.
Solutions 4 9 : sur les diagonales, en croix.
Solution & 7 impossible.

| solution & 9 obstacles et 2 solutions a
8 obstacles :

il

7 est impossible.

Idée 1 : cela donne une solution & 8 en

Idée 5" : on peut placer (au plus) 8 bétes
= 8 obstacles (1_obstacle par béte).

Idée 3 : ici on peut placer 8 bétes.

Idée 6 : on place un obstacle une case sur 3.

Idée 4 : au moins un obstacle pour chasser

une béte. Quand on a 8 bétes, il faut au moins

8 piéges.

Idée 7: 25+3~8333... § obstacles.

Idée 8 : (un peu la méme que I'idée S) Pour
empécher les bétes de se poser en position

horizontale, on place une colonne d’obstacles,

¢t pour les empécher de se poser en position
verticale, on place une ligne d'obstacles (au
milicu). On enléve ensuite la case du milicu
(qui ne sert & nien).

Idée 3: 24+3=8%,

Tableau 2 : Affiches réalisées avec les éléves lors de la mise en commun des « idées »
sur la béte « tnimino long ».




Exemples de productions

P

I” essai : nous avons mis les piéges horizontalement (10 piéges).

2™ essai : nous avons mis les piéges verticalement (10 piéges).
Sachant que pour chasser une béte trimino en « L » il faut au
moins « I » (un) piége voire parfois « 2 » ce qui empécherait la
béte de ne pas du tout pénétrer sur la surface.

3™ essai : nous avons aussi essayé de mettre des obstacles une
fois sur deux mais ce serait moins bien car il faut 12 ou
13 obstacles (comme la béte domino). Ce qui est bizarre, ¢ est
qu ‘on a 8 bétes et 10 obstacles.

On a fait une autre solution, la voici (3™ carreau’™).

4™ essai : pour chasser 8 bétes il faut au moins 8 obstacles. »




Des preuves ?
e En CM1

“Que peut-on conclure lorsque 1’on recouvre le terrain avec
les bétes ? Quand on chasse les bétes domino on trouve une
] solutiona 12, c’est la meilleure solution pour I'instant. Les
bétes domino on peut en poser 12 maximum, il faut au
moins 1 obstacle par béte, du coup 12 dominos, il faut au
QJ moins 12 obstacles. Avec les triminos, 1 obstacle par béte ne

marche pas, il faut 2 obstacles par béte.”
® Certains CM2
25 = 2=12,5 avec la béte domino. Cela nous apprend qu’on

doit au moins avoir 12 obstacles.
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Des preuves ?

La béte trimino en L prend 2 lignes. Ce qui nous a permis de
trouver une solution a 10. Pour la trouver, nous avons fait une
ligne sur deux. Nous avons sauté la premiére ligne pour que ¢a ne
Jasse que dewx lignes de 5 carreaux et non 3X5 carreaux.

Dans une solution de triminas en L, nous sommes obligés de
mettre deux obstacles pour une béte. Preuve :

mais parfois | obstacle suffit.

Nous sommes stirs que & est impossible car il y a 8 bétes et que

des fois il faut 2 obstacles.

Swr un terrain de 4 cases,

LN S
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Eléments d’analyses

Fonction de la preuve ici : preuve pour justifier (pas pour
(se) convaincre, sauf pour le trimino en L « ce qui est bizarre

c’est qu'on a 8 betes et 10 obstacles »)

Evolution de la situation

® Jeu sur la variable « territoire » : du carre 5 x 5 au rectangle

(geneéralisation a construire)
Pas d’expérience cruciale
Caractere générique de certains arguments

Régles d’action et théoremes-en-acte
® «25/2=12,5 donc 12 obstacles »

® « pour le trimino en L. 2 obstacles par béete »
P 5 P
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Qu’apporte le cadre de Stylianides ?

® Une structuration de l’analyse permettant d’identifier
I’activité de preuve et d’importer d’autres cadres théoriques

(Balachett, Vergnaud, Duval, Gibel ...)

® Foundations : techniques de pavage ; procedures de calcul locales
; caracterisation locale d"un couple (nb cases polymino ; nb
picges)

® Formulation (modes of argumentation) : difficulte dans I’expression
de I’optimisation, mode deductif, essais nombreux, pas de
generalisation interrogee, regles d’action et theoremes-en-acte

® Representations : manipulations, langage ordinaire, dessins

(demandes) etc.

+ Social dimension
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To be continued

® A caracteriser, analyser, explorer ...
® des situations et progressions (zéro-compétences sur la preuve ?)

® les conceptions des enseignants de 1’école élémentaire sur la

preuve

® 4 ¢lements : (problemes ; role de I’enseignant ; formation

necessaire en amont ; format de ressources)




